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| Probléme 1] (10 points)
Soient a € R et la suite (U,)nen définie par: Uo —aetVneN Uy =U, + UL
§ Partie 1

(1) (a) Déterminer la monotonie de la suite (Un)nen-
(b) Soit la fonction f : R — R définie par f(r) = = + 2% Vérifier que V z € R.

flx)2 _T puis donner le signe de f (z), Vz € R.

(2) En déduire que:

(a) Sia € ]—oo, —I[U}), +00], alors V n € N*, U, > 0 ct la suite (Up)nen cst divergente
vers +0o0.

(b) Sia€ [ 1, 0] alorsVn € N*, U, € [—— 0} et la suite (U, )nen €st convergente vers
unc limite que 'on précisecra.
§ Partie 2
Supposons dans cette partie que a > 0 (alors d’aprés ce qui precede VneN,U, >0)et on
considére la suite (V,)nen définic par: VneN, V,, = ? In (U,).
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(1) (a) Montrer que: VneN, V. =V}, 21 In(l+ — i L

(b) En déduire la monotonie de la suite (Vy)nen-
) 1

(2) (a) Montrer que: Vn,k € N, 0 < Vo1 — Vo S prwvany In(1 + Fn)

1 b
{b)En déduire que: Vn,p € N, 0 < Vyppe1 — W & o — In(1 + -U—)
n

(c) Déduire alors que:
(i) Lasuite (V,,)nen cst majorée.
(ii) La suite (V;,)nen est convergente vers un réel noté A et que A > 0.
(3) (a) Montrer que: V n € N, U, < exp(A2").

(b) Montrer que: ¥ n € N, exp(A2") — 1 < U,. Ind. Utliser la question (2)(b) en
prenant n € N et en passant a limite lorsque p — +o00.

(c) En déduire que: U, ~ exp (A2").
(4) On considére la suite (W}, )nen définie par: V n € N, W), = exp (A2") — U,.

(a) Vérifier que la suite (W}, )nen est bornée.
(b)-Montrer-que: V.n e N, ()[V —1= ”,I = [Vﬁ) — ‘vvu)(‘}(p (—)\2")
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(c) En déduire que: U, = = + exp (A2") + o (1).




lProbléme 2' (10 points)

Soient a,b € R tels que a < b et posons I = aJJ]. Une application f : I — [ cst dite
sup-stable si pour toute partie A non vide de I, on a: f (sup (4)) = sup (f (4)).

§ Partie 1
Soient une application f : I — I et une partie A non vide de I.

(1) Justifier que sup'(A) et sup (f (A)) existent et appartiennent & I.

(2) Montrer que si f est sup-stable, alors f est croissante. Ind. pour x < y, utiliser 'ensemble
Ag = {z,y}.

(3) (a) Montrer que si f est croissante, alors sup (f (4)) < f (sup (4)).
(b) Donner un cxemple d’unc application ¢ : I = I qui cst croissantc mais qui n’cst pas

sup-stable.

(4) Montrer que si f est sup-stable et bijective, alors sa fonction réciproque f~! est aussi
sup-stable.

(5) Soit unc autre application g : I — I. Montrer que si [ el g sont sup-stables, alors
I’application g o f cst aussi sup-stable.

§ Partie 2
On considére une application f : I — I croissante et les ensembles suivants: F' = {z € [;
f@)=z},G={z €l f(z) <z}et ll = {f(a);n € NYou f ' =id; et Vn € N*,
fr=fofrt=fo...0f.
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n fois
(1) (a) Justifier que G # § puis montrer que f (G) C G.
(b) Montrer que G admet un élément minimum que ’on notera .

(c) Montrer que A € F puis déduire que A = min (F).

(2) (a) Justifer que sup (H) et sup (f (H)) existent et apparticnnent & I.

(b) On posc B ='sup (H) et v = sup (f (H)). Vérificr que H = {a}U f (H) puis montrer
que = 17.

(3) (a) Vérificr que X cst un majorant dec H.
(b) Supposons ici de plus que f est sup-stable. Vérifier que 8 € F.

(c) Supposons ici de plus que f est continue. En utilisant la suite (U,,),cy définie par

U, = f"(a), montrer que lim U, = 3 puis B € F.
n—-+oc
(d) En déduire que dans chacune des deux situations (b) ct (c) précédentes, on a: 3 = A.

Bon travail






